Neurcity integrdl

§4.

Cile

Po prostudovani této kapitoly budete schopni:
e objasnit pojem primitivni funkce,
¢ objasnit pojem neurcity integral,
e prakticky integrovat n€které jednoduché funkce,
e pouZit metodu per partes a substitu¢ni metodu,
e integrovat raciondlni lomenou funkei,
e integrovat integraly obsahujici goniometrické funkce,
e integrovat integrily obsahujici odmocniny.

2.1. Primitivni funkce a neurd¢ity integral

'Definice/2.1. Necht funkce f(x) je definovand na intervalu 1. Funkee F (x) se nazyva
primitivai k funkci f (x) na I, jestliZe plati F'(x) = f(x) pro kazdé x € I.

MnoZina viech primitivnich funkci k funkci f(x) na I se nazyvéa neurcity integrdl,
z funkce f(x) aznadise [ f(x)dx. Tedy

f f(x)dx = {F(x) : F(x) je primitivni k f(x) na I}. 2.1

Pokud v pfedchozi definici neni interval I otevieny, v krajnich bodech mdme na mysli
jednostranné derivace.

Symbol [ pro neurcity integral vznikl protaZenim pismene S, kterym za&in4 slovo suma
(jakou to m4 souvislost, bude patrné v kapitole 3). Funkei f(x) nazyvdme integranden.
Vyraz dx je diferencidl proménné x a v tuto chvili je jeho vyznam jen v tom, Ze ndm
fikd, jak je oznaCena proménnd. Pozdéji ale uvidime, Ze ndm usnadni napf. vypocetni
mechanismus pfi tzv. substituéni metode.

Zkusme nyni najit né€jakou primitivni funkci napf. k funkci cos x, x € R. Neni téZké
uhodnout, Ze takovd funkce je napf. F(x) = sinx, protoZe (sinx)’ = cos x. Ale také pro
funkci sinx + 3 plati (sinx + 3)’ = cos x, tudiZ i funkce sinx + 3 je primitivni k funkci
cos x. Podobné obecnéji viechny funkce sin x 4 ¢, kde ¢ € R je libovoln4 konstanta, jsou
primitivni k funkci cos x.

Obecné plati: Je-li F(x) primitivni k f(x) na intervalu I, jsou také funkce F(x) + ¢,
kde ¢ € R je libovolna konstanta, rovn&Z primitivni k f(x) na 7. Ma-li tedy funkce f(x)
aspoii jednu primitivn{ funkci, m4 jich pak nekone¢né mnoho. Naskyta se otdzka, zda toto
uZ jsou vechny primitivni funkce k funkei f(x). Odpovéd dava néasledujici véta.

Véta 2.2. Necht funkce F(x) je primitivai k funkci f(x) na intervalu 1. Pak kaZdd jind
primitivai funkce k funkci f(x) na I md tvar F(x) + ¢, kde ¢ € R.
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Diikaz. Necht F(x) a G(x) jsou dv& primitivn{ funkee k f (x). Tedy F'(x) = G'(x) =
= f(x). ProtoZe I je interval, plati podle diisledku Lagrangeovy! véty o stfedni hodnot&
— viz [12, str. 233], Ze tyto funkce se li¥i o konstantu, tj. existuje ¢ € R tak, Zze G(x) =
= F(x) + ¢, coZ jsme méli dokézat. O

Jinymi slovy, pfedchozi véta fika, Ze zndme-li jednu primitivn{ funkci, zndme vSechny.
Rozdil dvou takovych primitivnich funkci je na intervalu / konstantni.

Pro zajemce:

Zdiraznéme viak, Ze je podstatné, Ze I je interval. Pokud I neni interval, miZe se stit, Ze
F'(x) = G'(x), ale F(x) — G(x) nenina [ konstantni. Napf. funkce F(x) = sgnx uvaZovand na
mno¥ing R ~ {0} je rovna —1 na intervalu (—o0, 0) a 1 na intervalu (0, +00), a mé tedy v kazdém
bod& mnoziny R . {0} nulovou derivaci — viz obr. 2.2. Jinou takovou funkci majici v§ude nulovou
derivaci je napt. G(x) = 0. Pfitom jejich rozdil F(x) — G(x) = sgnx neni na mnoZiné R ~\ {0}
konstantni. Je oviem konstantni na kaZzdém z intervaldi (—oo, 0) resp. (0, +00), jsou-li uvaZzovany
samostatng, coZ je ve shod& s vétou 2.2. (Pfipomefime, %e pojem primitivni funkce jsme zavedli
jen na intervalu.)

Vzhledem k pfedchozi v&€ miZeme nyn{ upravit vzorec (2.1). Je-li F(x) n&jakd
primitivni funkce k f(x), paks

f FlB)di = F@x) +c, kdeceR: 2.2)

Cislo ¢ nazyvame integracni konstanta. Rikdme, Ze neurcity integrdl je urCen aZ na
konstantu.

Presn&ji by vyraz na pravé strané rovnosti (2.2) mél byt ve sloZenych zdvorkéch,
protoZe jde o mnoZinu, ale tento zZapis se nepouZivd. Rovnost (2.2) tedy znamena, Ze
viechny primitivn{ funkce k funkci f(x) maji tvar F(x) + ¢, kde F(x) je jedna konkrétni
pevné zvolend primitivni funkce k f(x) ac je libovolnd konstanta.

Je-li napf. f(x) = cosx, za pevné zvolenou primitivni funkci mZeme volit tfeba
F(x) = sinx. Pak

/cosxdx:sinx—i—c, kdec e R.

Situace je zndzornéna na obr. 2.1. Graty jednotlivych primitivnich funkei jsou viéi sobé
rovnob&Zné posunuty ve sméru osy y. Pro kazdé pevn& zvolené x jsou tecny ke grafim
funkci F (x) + ¢ v bodech [x, F(x) + c] pro libovolné ¢ € R navzdjem rovnobézné, tedy
maj stejné smérnice, coZ odpovidé tomu, Ze v¥echny primitivni funkce F (x) + ¢ maji touZ
derivaci f(x). Situace je zndzorn€na na zmin&ném obrazku pro konkrétni body x¢ a x;.

1 Joseph Louis Lagrange (1736-1813) (&ti lagranZ) — vyznamny francouzsky matematik a mechanik.
Zabyval se mnoha oblastmi matematiky. Mimo jiné ovlivnil rozvoj matematické analyzy a poloZil zdklady
varia¢niho poctu.
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y=Fx)+25

y=Fx)+1,5

y= F(x) =sinx
/ X .

X1
\‘/ y=F@x)—-14

Obr. 2.1: Primitivn{ funkce k funkci cos x

AN

3 Nyni si v§imneme otdzky, zda k dané funkci f (x) viibec
y =sgnx néjaka primitivni funkce existuje. Obecné tomu tak neni.
Napf. o funkci sgn x definované vztahem

—1 prox <0,
sgnx = 0 prox =0,
1 prox >0,

jejiz graf je na obr. 2.2, lze ukdzat, Ze k ni neexistuje pri-

mitivni funkce na intervalu (—o0, +00). Tuto skutednost

Obr. 2.2 nebudeme dokazovat (funkce sgn x neni na R tzv. darbou-

xovskd — viz napf. [4, str. 187]). Nast&sti ale existuje velmi

jednoduché postacujici podminka existence primitivai funkce, kterd je obsahem nasledu-
jici véty.

V.4.1. Véta 2.3. Je-li funkce f spojitd na intervalu 1, pak na tomto intervalu existuje alespori
Jedna primitivni funkce k funkci f.

Vétu nebudeme dokazovat, protoze k tomu nemame potifebné ndstroje. V kapitole 3 se
zminime, jak se takov4 primitivn{ funkce konstruuje (dusledek 3.29).

Predchozi véta je typickym piikladem tzv. existencni véty. Rik4, %e néco existuje, ale
nefik4, jak se to najde. (Ani dikaz, ktery jsme neuvedli, neni v tomto smyslu konstruktivni.)
Pozdé&ji se o tomto problému, ktery zna¢n€ komplikuje situaci kolem hledan{ primitivnich
funkci, je$té zminime — viz kapitola 2.6.

Na zdvér uvedeme jednoduchou, ale velmi dileZitou vétu, kterou budeme v dal¥im
textu pfi vypoctu neurditych integril neustile pouZivat.
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Véta 2.4. Necht na intervalu I existuji integrdly f f(x)dxa f g(x) dx. Pak na I existuji
faké integrdly [(f(x)£gx))dx a [ af (x)dx, kde o € R je libovolnd konstanta, a plati:

j(.f(’.\') + g(x)) dx =ff(.x)dx :I:fg(.x) dx, (2.3)
/af(.\')dx =:xf_/'(.\‘)d.x. 2.4)

Diikaz. Plyne piimo ze zdkladnich vlastnosti derivace. Je-1i ' (x) primitivni funkcek f(x)
a G (x) primitivni funkce ke g(x), plati (F(x) £ G(x)) = F/(x) £ G'(x) = f(x) £ g(x),
takZe F(x) £ G(x) je primitivni funkce k f(x) + g(x) a podobné plati (¢F(x)) =
= aF'(x) = af (x), takZe o F(x) je primitivni funkce k af (x). O

Struc¢né fikame, Ze ,,neurcity integrél ze souctu (rozdilu) je soudtem (rozdilem) neur-
¢itych integrald a Ze ,.konstantu, kterou se ndsobi (tzv. multiplikativni konstantu), smime
z neurcitého integralu vytknout“. Prvni tvrzeni 1ze pochopiteln€ snadno rozsifit ze dvou
na libovolny kone¢ny pocet séitanct. Viimnéte si rovnéZ, Ze z hlediska existence musime
éist vzorce (2.3) a (2.4) zprava doleva — integraly na pravych stranadch musi existovat;
pak existuji i integraly nalevo a plati pfisluSné rovnosti.

Konecné jesté pfipomeiime, Ze pfimo z definice neurcitého integralu vyplyva platnost
rovnosti

[/f(x)dx] = f(x) a / F'(x)dx = F(x)+c, ceR,

takZe operace derivovani a integrace jsou navzajem komplementédrni. O sprdvnosti vy-
sledku integrace se tudiZ vZdy miZeme piesvédcit derivovanim vysledku — musi nim
vyjit zadand funkce.

Poznamka 2.5. Viimnéme si jest€ vztahu (2.3). Na jeho pravé strané stoji ve skutenosti
soucet dvou nekone¢nych mnoZin. Upfesnime si, co se takovym souctem mysli. Seteme
libovolny prvek mnoZiny [ f (x) dx s libovolnym prvkem mnoZiny [ g(x) dx. Vysledkem
je mnoZina vSech takovych soucti. AvSak vSechny prvky prvniho neurcitého integralu
maji tvar F(x) + c1, ¢1 € R, a vSechny prvky druhého neurcitého integralu maji tvar
G(x) 4+ 2, ¢ € R. Zde F(x) a G(x) jsou pevné zvolené primitivni funkce k f(x)
a g(x). Tedy vyslednd mnoZina je tvofena funkcemi tvaru F(x) + G(x) + c¢1 + ¢2, kde
c1 a ¢y probihaji nezédvisle vSechna redlnd ¢isla. Jde tedy o mnoZinu tvofenou funkcemi
F(x) + G(x) + ¢, kde c je libovolné redlné &islo. Ale to je pfesné leva strana zminéného
vztahu.

Podobné ve vztahu (2.4) ndsobek mnoZiny f f(x)dx konstantou « na pravé strané
tohoto vztahu provedeme tak, Ze ndsobime konstantou « kazdy prvek této mnoZiny. Prvky
takto vytvofené mnoZiny jsou pak vSechny funkce tvaru a F(x) + ac, kde ¢ je libovolné
redlné &islo, coZ je (pro a # 0) totéZ, co viechny funkce tvaru o F (x) + c.

L
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M% ,Un&ﬂ ?
1. /de =
2. f(l.r =Xx+c¢
xhtl
3. fx”dx: kden e R, n # —1,
n-+1
1 er
4. /—dx Inlx| + ¢, obecnéji
x
5. f efdx =e* +¢, obecnéji
X
6. /u" dx = o= +c¢, a>0, Obeangji
7. /sinx dx = —cosx + ¢, obecné;ji
8. f cosxdx =sinx + ¢, obecné;ji
9 f : d retgx + obecnéji
. ———dx = arctgx + c,
x2+1 - !
10 / - d arcsinx + obecnéji
. ————dx = arcsinx + ¢, n
V1—x?
B i P / dov-=larfoespeyor g goee
e oot}

13.

1
m/”
Sin“ x

f s—dx =tgx +¢,
cos* x

S
fx)

X =—cotgx + ¢,

-do-=lal L) e

obecnéji

obecnéji

1
dx =1 3
fx+a x=In|x+a|+«¢
ax 1 ax
e dx = —e** 4 ¢

a

el —i&ix-i»u a>0O
\Ja L gnos . d
[ n 1

sinax dx = —— cosax + ¢,
i a

L
fcosax dx = — sinax + ¢,
a

1 e A0 g A A
hdx s=e— arctg “+ ey ‘L?ﬁdy:aam%qx

arcsmm —qQRCdlmQx .
f \/—_x er bl

1 1
f >—dx = — tgax +c,
a

Cos-ax

1 1
- dx = —— cotgax + ¢,
f sin? ax a 08

Tab. 2.1: Tabulka neur¢itych integrali

V pfedchozi tabulce a znamend s vyjimkou vzorce 6 libovolné nenulové &islo, tj.
a e R\ {0}.Cisloc e Rj je integracni konstanta. Vzorce plati na intervalech, na nich
Jjsou vZdy obé strany definovény.

B[
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spravny vzorec. U pfikladd, kde je nutni né€jakd tprava, vds nenapadne, jakou zvolit,
protoZe nebudete ve vzniklych vyrazech vidét pfisludné vzorce. Rozhodné nevéite, Ze
k tisp&$nému integrovani sta¢i mit tabulku vzorci pfed o€ima a neni tfeba vzorce znét
zpaméti.

@ Piiklad 2.6. Vypoltéte nasledujici neur€ité integraly:

a) fxdx, f—dx, c) /ﬁdx,
dex e) /e‘xdx 4 / ! d
w ’ b /ﬁ x2+3 x’

: 1 f 1 / 3x2+1
. —dx, —dux, 1 dx.
& f T B N A 34x+2
Reseni. K feeni prvnich &tyf pifkladd vyuZijeme 3. vzorec.
2

a) xdx=%—+c (zdebylon = 1),
x! 1
-2
b)_/—dx—-/x dx=——l—+c=—;+c (zde bylon = —2),
32
c)fﬁdx=f 1/2dx——3ﬁ+c— v +c¢ (zdebylon =1/2),

2/3
d)/fdx—/ 1de——-——%—c— \/_+c (zdebylon = —1/3).

2/3
e) Dal3{ pfiklad je na vzorec 5, kde a = —1. Dostaneme
e—x
/ efdr=—+c=—c"+c

f) V tomto p¥ikladu pouZijeme vzorec 9. Zde je a’ =3, tedy a = /3 (mohli bychom
volit i a = —+/3, ale pro¢ si komplikovat Zivot). Potom vyjde

1
fx_ztl-—_?,d \/_arctgy_—-i-c

g) V tomto piikladu pouZijeme vzorec 10. Zde je a® = 4, tedy a = 2. Vyjde tudi?

1 x
———dx = arcsin = + ¢.
f V4 —x2 2
h) V tomto p¥ikladu pouZijeme vzorec 11. Zde je a = —7, takZe po dosazeni vyjde

/ 7 1_ = dx = ln|x + \/;2_—_’7'| +c.

i) V poslednim prl'kladu pouZijeme vzorec 14. Neni totiZ t€Zké vSimnout si, Ze derivace
jmenovatele je (3 +x +2)’ = 3x% + 1, coZ je pravé Citatel. Tedy

. R
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3x2 41
/—ﬁ——dx=1n|x3+x+2|+c.
x3+x+2 A

V dalSich ptikladech pouZijeme navic i vétu 2.4, s jejiZz pomoci pfevedeme sloZit&jsi

Y

integral na vypocet n¢kolika jednodusSich.

Priklad 2.7. Vypoctéte nasledujici neurcité integrily: @
3 2
a) /(sz —x*4+3x3 —3x2 4 2)dx, f( — )dx,
»7 V4 —3x2 44 3x2
2 x 7 4
— 3sin5x +2cos = + 3% — — —~ 2e¢*/3 ) dx.
c) f(coszx sin 5x + c052+ 2x+3_x 3x+2+ e X

ReSeni.
a) Jde o integraci mnohoclenu, coZ je s pomoci vzorce 3 a vztahu (2.4) snadné:

/(2x5—x4+3x3—3x2+2)dx=

=2/x5dx—-/x4dx+3/x3dx—3 xzdx+2/dx=

6 5 4 3 6 5 4

X X X X X X 3x
=2———=4+3——-3—4+2 = T 3 .
6 5+ 1 3+x+c 3 S—I- ) x’+2x+c

b) Integrél rozd€lime na dva a pouZijeme vzorce 10 a 11.

/( 2 )dx—sf—dx——zf——dx— @.5)
Va=3x2 Ja+3x2) ) Ja—3x2 JA+3x2 '

ProtoZe pfed pouZitim zminénych vzorci je tieba integrandy upravit, spoéitdme kazdy
integral pro vétsi pfehlednost samostatné (integraéni konstantu doplnime aZ na z&vér):
/‘ dx _ /' dx 1 f dx .
V4 = 3x2 J3(4/3-x2)  V3J J4/3-x2
1 x 1 xv/3 3 . x/3
—— arcsin -

= —— 4arcsin — = —— arcsin — =

2
V3 % V3 2 3
(ve vzorci 10 bylo a? = 4/3,tj.a = 2/+/3) a

f dx / dx e / dx
Va4 3x2 J3@/3+x2  3J Japrxr

- :%hqx +/4/3 + 22|,

IR
;. 1
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Viimnéte si, ¥e funkce se li¥f v jediném znaménku, ale jejich integrdly jsou zcela
odli¥né. Dosazenim do (2.5) dostaneme

3 2 x+/3
- dx—\/_arcsm—————l ‘/4/3+x2 +c.
/(J4—3x2 J4+3x2) 2 b+ |

Integraéni konstantu jsme doplnili aZ k celkovému vysledku.

¢) Integral rozdélime na n&kolik jednodussich a pouZijeme (po piipadnych malych tpra-
véch) potiebné vzorce.

2 7 4 2
—3sin5x +2cos= + 3* — — — 2e2/3 ) dx =
f(cosz sin 5x -+ cos2+ 2x+3—x 3x+2+ (& X

d
=2f )26 —-3/sin5xdx+2fcos£dx+/3xdx—
cos? x 2
1\* dx 2 dx
—7 (=) dx—4 — = 2 [ e¥Pdx =
/(2) * _/x—3 3fx+2/3+ fe B

X

— 5 sin = 3% 1y*
COSX 122 ———7() —Aln|x—3| -

= 2tgx -3
8x 5 T T3l
2 sz/3
Sl +2/3l+2——+c=
3 %

X

3
=2 = 5 4 sin —
tgx—}-scos x + sm2 3 72

2
— Zinjx +2/3|+3e¥ P +c.
3 nlx +2/31+ ¢ "

VEimnéte si, Ze integra¢ni konstantu pfi vypodtu neur¢itého integralu musime napsat
v okamziku, kdy byl ur&en posledni integral. Pfi nésledujicich tpravéch ji pak opisujeme.

Piiklad 2.8. Vypodtéte néasledujici neurcité integraly:
dt

"a) tg2 audu, a#0, by ftg bsds, b#0, & | —
2 sint

® dx
Resent. %Vsechny tfi pifklady prevedeme vhodnymi Gpravami na tabulkové integrély.
Musime d4vat pozor, jak je oznadend proménnd, tentokrat to neni x.

a) Uprava je velmi jednoduchd, pouZijeme vztah sin? @ +cos? @ = 1, platny pro libovolné
o € R, avzorec 12.
2

< 2

sin“ au 1 —cos”au
ftgzaudu= 5 du=f—2———du=

cos‘ au cOs“ au

1 cos® au 1 1
= — du = —1)du=—tgau —u+c.
cos2au cosau cos? au a

(e
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V.2.4.
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Véta 2.9. Necht funkce u(x) a v(x) maji derivaci na intervalu 1. Pak plati
/u(.\‘_)v'(.\')d.\' = u(x)v(x) — /u"(.\')v(.\')d.\‘, (2.6)

pokud aspoil jeden 7 integrdlit v predchozim vitahu existuje.

Diikaz. Pro funkce u(x) a v(x) majici derivaci plati vztah (u(x)v(x)) = u'(x)v(x) +
+ u(x)v'(x). Jeho integraci dostaneme

f(u(x)v(x))/dx = u(x)v(x) +¢ = /(u’(x)v(x) + u(x)v'(x)) dx.

Integral [(uv’ + u'v)dx tedy existuje. Pokud existuje aspoii jeden z integrald [ uv’dx,
f u'vdx, necht je to napf. [ uv’ dx, musi podle véty 2.4 existovat i integrdl z rozdilu
[(@v' +u'v) — uv')dx = [ u'vdx, coi je druhy uvaZovany integral, takZe

u(x)v(x) +c= /u’(x)v(x) dx +/u(x)v’(x)dx

a odtud jiZ dostdvame vztah (2.6). 1

V piikladech, které budeme feSit, budou mit funkce spojité derivace, takze existence
integrald bude zarucena vétou 2.3.

Integracni metoda zaloZend na vztahu (2.6) se nazyva metoda per partes (Cesky po
Cdstech). Stru€né ji zapisujeme

/uv’dx:uv—/u’vdx.

Hodi se na integrdly, jejichZ integrand md tvar soucinu. Abychom dokazali napsat pravou
stranu vztahu (2.6), musime jeden Cinitel v levé strané€ (v naSem oznac¢eni 1) umé&t derivovat
(abychom ziskali u"), coz nebyva problém, a druhy Einitel (v naSem oznadeni v’) musime
umét integrovat (abychom ziskali v), coZ uZ miZe byt problém. A kone&n& integral na

pravé strané by mél byt jednodussi z hlediska dalSi integrace. Postup si ukdZeme na
piikladu.

Piiklad 2.10. Vypoctéte neurcity integrél f xsinxdx, x €R.

Reseni. Souéin v zaddni je zfejmy. MiZeme si zvolitbud'u = x a v’ = sin x, nebo naopak
u=sinx av =x.

Zkusime nejprve prvni volbu. Je-li # = x, bude ¥’ = 1. Déle v' = sinx, tedy
v = [sinxdx = —cosx (integracni konstantu volime rovnu nule, stadi ndm jedna
konkrétni primitivni funkce). Ze vzorce (2.6) dostaneme

/xsinxdx:x(—cosx)—fl-(—cosx)dx =4

= —XxCOSx + fcosx dx = —xcosx +sinx + c.

.
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2.2 Zdkladni integracni metody

Tato volba tedy vedla k cili. Vypodet obvykle zapisujeme do jakési tabulky, takZe zdpis
vypada nasledovné:

!
. u=2x u =1
xsinxdx = |, . =x(—cosx)— [ 1-(—cosx)dx =
vV =s8InX v=—cosx
e —xcosx+fcosxdx = —xcosx 4+ sinx + c.

Pfi runim zépisu piSeme tabulku bud pod integril nebo vedle n&ho, zde budeme
s ohledem na misto d4vat pfednost zdpisu vedle integrélu a od zbytku vypoctu ji odd&lime
svislymi ¢arami.

Je dobré zvyknout si psat tuto pomocnou tabulku pof4d stejn& co do umisténi u, u’, v
av'. Tento ndvyk vdm umozni vyhnout se zbyteCnym chybam. Tedy v levém sloupci jsou
funkce u a v’ ze zadaného integrélu, na ,.hlavni diagonale* tabulky mame u a v a v pravém
sloupci méme funkce u’ a v nového integralu. Piisluiné dvojice jsou ve vzorci (2.6) spolu
vZdy vyndsobeny.

Zkusime nyni je$t€ druhou volbu. Dostaneme

_ u=sinx u =cosx| x2 x2
xsinxdx =| | 2 = — sinx — [ (cosx) —dx =
vV =2x V= 2
x2 1 2
=7 sinx — — { x“cosxdx

Predchozi rovnost je sice spravnd, ale novy integrél je o&ividng sloZzit€jsf neZ vychozi,
takZe tato volba nevede k cili. A

NeZ si ukdZeme dalsi pfiklady, uvedeme si tabulku typickych funkef, jejichZ neurdité
integraly lze spocitat metodou per partes. Zarovefi bude fe&eno, kterou funkci derivujeme
a kterou integrujeme. Vycet pochopiteln& neni vy&erpavajici, existuji i dalsi integraly,
které 1ze vyfesit pomoci metody per partes. Nicméné je dileZité tyto zakladni typy znét,
abyste se bez vdhan{ dok4zali spravné rozhodnout.

Integraly FeSitelné metodou per partes

V nisledujicich tabulkéich je P (x) mnohoclen a aje nenulova konstanta. V prvnim sloupci
Je uveden integrand, ve druhém sloupci je uvedeno, kterou funkci budeme derivovat, a ve
tfetim, kterou funkci budeme integrovat. Pehled rozd&lime do dvou &4sti.

U prvni skupiny derivujeme mnohoclen a integrujeme druhy &initel. Novy integral
bude sou¢inem mnohoclenu, jehoZ stupeii bude o jedni¢ku mensi, a druhé funkce, kterd
bude obdobna jako ve vychozim integrélu (exponencialni funkce e?* se zachovi, funkce
sinus a kosinus se prohodj). )

U druhé€ skupiny integrujeme mnohoclen a derivujeme druhy &initel. Opacna volba
by ani nebyla moZnd, protoZe logaritmickou funkci, funkci arkussinus atd. ani neumime
(zatim) integrovat. Derivaci se naopak téchto ,,nepifjemnych® funkci zbavime. Jejich
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Integrand u v
P(x)e** P(x) e
P(x)sinax P(x) sinax
P(x)cosax P(x) cosdx
) - F & 3 T3 3 7 ’ ] i g )
RS A o, 175003 Box A vetes Closlasy Lok ot pibo A (o s

Tab. 2.2: Metoda per partes — prvni Cdst

Integrand u v’
P(x)In% In'x P(x)
P(x) arcsinax arcsin ax Px)
P(x) arccosax arccos ax P(x)
P(x)arctgax arctg ax P(x)
P (x) arccotg ax arccotg ax P(x)

s w s

Tab. 2.3: Metoda per partes — druhd &ést

derivace jsou totiZ pro integraci ,,jednodus3i“ ((Inx)’ = 1/x, (arcsinx)’ = 1/4/1 — x2,
(arctgx)’ = 1/(x% + 1) atd.).

@ Piiklad 2.11. Vypoctéte neurdity integral f 2+ e *dx, xeR.

Reseni. Jde o funkci typu ,,mnoho¢len krét exponencidlni funkce®, kterou najdeme v ta-
bulce 2.2. Mnoho€len x2 4 1 tedy budeme derivovat a exponencidlni funkci e integrovat.
Zarovei si v tomto prikladu ukdZeme typicky rys metody per partes, a to opakované po-
uZiti. Jak uvidime, dostaneme integril obdobného typu ,,mnohoclen krat exponencidlni
funkce®, ale mnohoclen bude mit nizsi stupeii. PouZijeme tedy metodu per partes jeste
jednou. Obecné u této prvn{ skupiny funkci uvedené v tabulce 2.2 pokracujeme tak dlouho,
aZ se derivovanim mnohoclen pfevede na konstantu (je-1i jeho stupeil #, bude to po n-té

derivaci). V naSem pfipad€ postupné dostaneme

u=x2+1 u'=2x
vV=e7F v=-—e

—X

/(x2+ De*dx =

= (2 4+ 1)(—e™*) — /Zx(—e_x) dx =

U=x w=1
vVV=e"* v

=—(x2+1)c_x+2/xe_xdx=

=—@24+De* + Z[x(—e‘x) — f I-(—e™) dx] =

K8 -]
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ZLZ Zdkladni in@’aé’m’inetody_

=—(x2+l)e_x—2xe_x+2/e“xdx=

=P+ DT - 2e T~ 2 fo=—(P+ 2+ e T 4o 4
Pfiklad 2.12. Vypodt&te neurdity integral / (2x ~DInxdx, x € (0,+00).

Reseni, Jde o integrdl z tabulky 2.3, mnoho¢len 2x — 1 tudi? budeme integrovat a loga-
ritmickou funkci budeme derivovat. N4sledn& vyjde

— r_ 1
u=Inx u =

V=2x—-1 v=x%—%

/(Zx — D inxdx =

= (lnx)(x2 —x) — f % (x2 —x)dx =

1
=(xz—x)lnx—/(x—1)dx=(x2—x)1nx—§x2+x+c.

Bi’:l'k’lﬁ?i 2.13. Vypotltéte neurdity integral / arccotgxdx, x e R.

Reseni. Tento integral zdanliv€ nem4 tvar soucinu. Ale za druhy &initel si vZdy miZeme
predstavit jednitku, coZ je vlastn& mnohodlen stupn& nula. Jde tedy o integral uvedeny
v tabulce 2.3. Derivovat tudiZ budeme funkci arkuskotangens a integrovat jedni¢ku. Vyjde
tedy

= /=1
/ arccotgx dx = | = arccotgx =~
vV =1 v=2x
1
= (arccotg x)x — /(_xz n l)x dx = x arccotg x —l—fx—zj_—ldx =

2x

|
2l dx = x arccotg x + 3 In(x? + 1) +c.

1
= x arccotgx + Ef

K vypottu posledniho integralu jsme pouZili vzorec 14. Fy

V nésledujicich piikladech si ukdZeme dalif obrat, ktery se v souvislosti s metodou
per partes asto pouZiva. Tento obrat spogiva v tom, Ze po integraci per partes (pfipadné
opakované) a dpravich se ndm znovu objevi vychozi integrdl, ktery mame urcit. Tim
dostaneme pro tento integral rovnici

/f(x)dx=h(x)+a/f(x)dx, aeR, a#0

(jeji leva strana je vychoz{ integral a pravé strana je zavére€ny vyraz), z niZz ho miZeme
vypoditat (pokud se nezrusf, tj. pokud o # 1).

“Fivieda &
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P¥iklad 2.14. Vypoctéte neurcity integral / e*sinxdx, xeR.

Reseni. Nejde o Zadny z typii uvedenych v tabulkich 2.2 a 2.3. PouZijeme postupné
dvakrat metodu per partes, pfiemZ vZdy budeme exponencialni funkce derivovat a druhy
&initel integrovat (jinak bychom se vratili zpatky k samotnému zadanému integralu).
Dostaneme

fex sinxdx =

= ¢*(—cosx) — fe"(-— cosx)dx = —e* cosx +fe" cosxdx =

u=c¢e" u =e*
vV =sinx v=—cosx

u==e" u =e*
v =cosx v=sinx

= —¢*cosx +¢* sinx—/exsinxdx.

Dostali jsme tedy rovnici
fex sinxdx = —e*cosx +¢e*sinx — f e* sinx dx,
z niZ jiz snadno vypocitame, Ze
Zfex sinxdx = —e*cosx +¢e*sinx +c,
x - |
fe sinx dx = Ee (sinx — cosx) + c.

Né&kdo mozné &ekal ve vysledku hodnotu 7, ale je-li ¢ libovolna konstanta, je % také
libovoln4 konstanta (vlastné jsme provedli pfeznadeni zlomku £ a pro novou hodnotu
jsme pouZili totéZ pismeno). V dalsim textu uZ tento obrat nebudeme komentovat. A

Priklad 2.15. Vypodtste neurdity integrél / V1—x2dx, xe(=1,1).

Reseni. Opét nalezneme rovnici pro hledany integril. Za jeden &initel volime jedni¢ku.
Vyjde tudiZ

/\/fl—xzdx=
/ —X / 1—x2—1
=xv'1—x2—f———dx=xv"1—x2— T dax =
v1—x? 1 —x2
—_— 1 — x? 1
— / 2 _
=xv1—x ——/( - )dx—
V1 — x2 sfl—x2

=x\/;'1_—;—fvl—x2dx+f
V1 —x?

=xv1—x2-— / v’fl — x2dx + arcsin x.

_ 2 . X
u=+~1—x° u = ———m

vV =1 V=X

. {E



2.2 Zdkladni integracni metody

Dostali jsme rovnici

/\/l—x2dx=x\/'l—x2—fv/l——xzdx—l—arcsinx,

z niZ po jednoduché tpravé obdrzime, Ze

— 1
f\.fq—x2dx=§Jl —x2+§ arcsinx + c.

Tento prl’klad neni typicky pro pouZiti metody per partes a lze pouZit i jiny postup — viz

(ﬁrﬂ(‘lﬂ;ﬁl 2.301a text pro zdjemce na str. 77. A
AR

Piiklad 2.16. Vypoctéte neurdity integral f cos’xdx, xeR.

Reseni. Opét najdeme rovnici pro hledany integral. Za u i v’ budeme tentokrit volit

kosinus. Dostaneme
’ Ax o
u= cos{cm/‘z’ = —sinx
fcoszxdx= —cosxs1nx+'/)(n xdx =

vV =cosx v= sinx
=cosxsinx+/((l — COS x)dx =

=cosxSsinx +/dx — fcoszxdx =cosxsinx +x — /coszxdx,
coZ vede k rovnici
fcoszxdx =cosxsinx +x — /cos2xdx,
z niZ vyjde
2 1 . X
cos“xdx = 3 cosx sinx + 3 + c.

P¥i dpravéch jsme pouZili znAmy vzorec cos® x + sinx = 1. I tento integral se Casto
potitd jinym zpiisobem — viz piiklad 2.46. (- 1) A

Shriime si navody, které se vyskytuji v souvislosti s metodou per partes:

e Existuje jista skupina ;euréity’lc_h integral{ ze sou¢inu dvou funkci, pro jejichZ vypocet |
je (aspoii jako vychozi krok) typické pouZiti metody per partes — viz tabulky 2.2 |
a23.

e Za jeden z Cinitelt se voli jedni¢ka.

 Pro hledany integrdl ziskime po pouZiti metody per partes a nédslednych Upravich
rovnici, z niZ 1ze tento integral uréit.

e Pomoci této metody se odvozujf rekurentni vzorce — viz napt. vztah (2.15).

| @ Metoda se Casto pouZziva opakovang.
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§3

3/2 1 H*> H
w
—— (181n% w — 241 16), h —(H>’+DIn(H+1) - —+—,
g) 27( n*w nw + 16) ) 2(-+)n( +1) Tt 3
1) Ex lnx—z—, n —;(ln t+3In“t +6Inz +6),
5., 1 .2
k) E(V arctgV — V 4 arctg V), D —;{-(ln K+2InK + 2K).
arctgz 4 2 -3z
3. a) Z"—-1-— , b) 4QIn2Q2 —4Q,
4 12
1 t2arcsint  t/1—1¢2 inf
c) Harctge—iln(92+l), d) 21 - 2 _arc:m ,
1 . L )
e) Earcsm Y, ) 56 (cosT +sinT),
2 4 1
g) —§e¢cos%+§e¢sin§, h) ElnzK,
—2h ; -2 X o 2eX
D € (3cos 3h -+ 2sin 3h), i) (sinx cosx)ersinx +_e_’
13 5 5
3 3x
k) —3 e—r/S(cosg—l—sing-), 1) eTS—((cos3x—l—2sin3x) cos3x+2).

2.2.3. Substituéni metoda

V tomto oddilu se seznidmime s dal§i vyznamnou metodou, kterd vznikne integraci
rovnosti ze vzorce pro derivaci sloZené funkce. Pfipomefime, Ze plati (F [(p(x)])' =
= F'le(x)]¢'(x) = fle(x)] ¢ (x), kde jsme oznadili F'(u) = f(u) au = ¢(x). Princip
je popsdn v nésledujici vete.

_ Am el =
v 3401 'Véta 2.18. Neche funkce f (1) md na otevieném intervalu J primitivai funkci F (1), funkce

@(x) md derivaci na otevieném intervalu I a pro libovolné x € I je ¢(x) € J. Pak md

sloZend funkce fl@(x)]¢’(x) na intervalu I primitivai funkci a plati

ffW@HW@Nx=FwwH+a 2.7

Ditkaz. V3e bezprostfedné plyne z vySe pfipomenutého vzorce pro derivaci sloZené
funkce. Derivace pravé strany rovnosti (2.7) totiZ dava integrand z levé strany této rov-
nosti. g

Integradni metoda zaloZend na pfedchozi v&té€ se nazyva prvni substitucni metoda.
Popiseme si, jak vypada jeji praktické pouZiti. Pfedpoklad o existenci primitivni funkce
k funkci f (u) lze zapsat takto: )

ff(u)du=F(u)+c.

(e
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Tvrzeni véty potom zapisujeme nasledovné:

f Flp(O1¢' () dx = f £ du, 2.8)

kde do vyrazu na pravé stran¢ za u dosadime ¢(x). Vypo&et provadime ndsledovné:

¢ Oznadime si substituci ¢(x) = u (oznaleni nové prom&nné je nepodstatné, jen to
musi byt jiné pismeno neZ stard proménnd, tj. v na§em p¥ipad® x).

e Rovnost ¢(x) = u diferencujeme. (Pfipometime, 7e diferencial n&jaké funkce k(z) j je
roven soucinu derivace této funkce a pfiristku dz, kde z je nezdvisle prom&nna této
funkce, tj. dh(z) = h'(z) dz.) V naSem piipadé j Je na levé strane nezévisle proménni
oznaCena x a na pravé strané u, tudiZ ¢’(x) = (x 9% 4y = E = 1. Dostaneme tedy
rovnost ¢'(x)dx = 1 - du, tj. ¢'(x) dx = du.

e V levém integralu rovnosti (2.8) tedy nahradime za funkci ¢(x) proménnou u a za
vyraz ¢'(x) dx diferenciél du. Prakticky vypo&et zapisujeme podobné jako u metody
per partes do jakési tabulky. Vzorec (2.8) pak vypada takto:

- - px)=u
/ flo(x) ] (x)dx = ‘ o'(x)dx = du

=ff(u)du, 2.9

kde do vysledné pravé strany musime dosadit pivodni proménnou, tj. u = ¢(x). Opét
je rozumné tento zdpis dodrZovat a zmechanizovat si popsany postup.

— cosxd
Pifldad 2.19. Vypoctste neuréity integral f T xeR @
V1 +sin?x

Reseni. V zadani je zfetelns vidét sloZenou funkci 1 / V1 + sin? x. Jeji vn&jii slozka je
fw) = 1/\/ 1 + u? a vnitfni sloZka je @(x) = sin x. Déle ¢’ (x) = cos x. Tedy

1 o) = 1 _ COsx
TN @ = e * ™ = Airets ™~ vy

coZ je zadany integrand. Je proto moZné pouZit substituéni metodu. Substituci zvolime
sinx = u a diferencovdnim této rovnosti dostaneme vztah cosx dx = du. Vypodet
zapiSeme nédsledovné:

/‘ cos x dx _ _/ du _
V1 +sin? x V14 u?

=1Inlu + J1+ u2| + ¢ =In|sinx + V1 + sin x| + c.

sinx =u
cosx dx =du

Pfi vypoctu jsme pouZili vzorec 11 z tabulky 2.1. A

3
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2.2 Zdkladni integracni metody 31

bychom potiebovali, jak jsme si pravé vysvétlili, 2x /x% — 3. To ovsem neni pro-
blém, protoZe konstantu snadno dopinime diky viastnosti (2.4) z vély 2.4. Je
totiz

e 1 ——
/x\/x2——3dx=§/2x\/x2—3dx,

coZ jsme chtéli. Prakticky budeme postupovat tak, 2e v pomocné tabulce, v niz si
znacime substituci a pocitdme diferencialy, pfiddme dal$i Fadek, ktery dostaneme
tak, Ze fadek udavajici rovnost mezi diferencidly vhodné upravime jako rovnici,
abychom nalevo dostali pfesné vyraz, ktery mame k dispozici. Napf. v pFipadé

funkce x v x? — 3 by tabulka vypadala takto:

x2—-3=u
2xdx =du
xdx =%du

Zddrazneéme ale, Ze timto zplsobem muZeme dopinit pouze multiplikativni
konstantu (1. konstantu, kterou se ndsobi). Pokud nam chybi skutecné (nekon-
stantni) funkce, takto postupovat nelze. K tomu se jesté vratime niZe.

1 +Inx)*
Piklad 2.20. Vypottite neurdity integrdl f d+inxy”

x, x € (0,4+00). @

X

Reseni. Jde o predposledni vyraz z tabulky 2.4. Substituce tedy bude u = 1 + Inx.
Dostaneme

1 1+ Inx)>
=/u4du=§u5+c=———( +1nx) +c.

/‘(1+lnx)4 '1+lnx=u
e dx =
X 5

%dx=du

O sprévnosti vypoctu se snadno miZeme piesv&dEit derivaci. A

Piiklad 2.21. Vypodtéte neurdity integral f sinxcos®xdx, x e R. @

Reseni. Zde se nabizi sloZend funkce cos®x s vnitini slozkou cosx. Jeji derivace je
— sin x, coZ je vyraz, ktery v integrandu aZ na nisobek —1 mame. Tedy

| cosx=u | 6 6
. . u cos’ x
fsmxcossxdxz —sinx dx = du —fuj(—l)du=~€+c=— 6
sinx dx = —du
Bylo jen tfeba uv&domit si, Ze sin x cos’® x dx = cos® x sin x dx. A

- [ Tt )
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@ Priklad 2.22. Vypoctéte neurcity integral f xe ™ dx, xeR.

Reseni. Jde o modifikaci druhého piikladu z tabulky 2.4. Volime substituci ¥ = —x2

a ,,doplnime* chybéjici konstantu —2. Dostaneme
| _ x2 =u |

2 " 1 I, 1 2
[ xe™ dx =|-2xdx =du =fel—<)du=—=e"4+c=—=e"" +ec.
‘ 1 2 2 2
xdx =—5du
P¥i fedenf opét stacilo ,,umé&t si predstavit®, Ze x e=* dx = e~ x dx. A

@ Piiklad 2.23. Vypodtéte neurcity integral / e dx, xeR

Reseni. Zvolime substituci s = x2 a vyjde nam:

2

2 . 1 1
fx3e_x dx = | 2xdx =ds =/se—s~§ds=§/se_sds=
xdx=%ds

(vznikly integrél budeme feSit metodou per partes — viz tabulka 2.2; jde o typ mnoho¢len

krat exponencidla e?’, kde a = —1)
u==s u =1 1 . _
“lv=e" p=—e* ='2"(_se S“f(_e S)ds> =
1 1 1
= 5(—se_s —e*)+c= _E(S_l_ De” +c= ) @2+ e +e. "

/O Pro zajemce:

Zadani pfedchoziho pfikladu je podobné jako v piikladu 2.22, takZe bychom mohli opét ,,vidét“
sloZenou funkci e™* a zkusit substituci u = —x2. Aviak (—x2)’ = ~2x, tak¥e (kdy# pomineme
konstantu —2) ndm pfebyvé v zaddni x3 e = x2e * x jesté vyraz x2.

Lepsf ndpad tedy bude ,,vid&t“ v zad4ni sloZenou funkci f(x2) = x2e~*, kde f(s) = se™",
s vnitini slozkou x2. Pak zvolime substituci s = x? a vie jiZ probshne hladce, kdy? si predstavime,

fex3e™ dx =x%e* xdx. .
VEimnéte si, Ze v zaddni by bylo rovn&Z moZné ,,vid&t“ jinou sloZenou funkci, a to g(—x?) =
2 PR w - . . » ve
= x?e™*, kde g(s) = —se’, s vnitini slozkou —x? a volit substituci s = —x2. V§pocet by byl

obdobny a vysledek samoziejmé stejny. Zkuste si sami tuto variantu.

V nésledujicich dvou pfikladech si vS§imneme velice jednoduchého, ale dileZitého
piipadu substituce. Jde o tzv. linedrni substituci tvaru u = ax + b, kdea,b € R, a # 0.
ProtoZe (ax +b)’ = a, bude platit a dx = du. Pokud ndm konstanta chybi, vZdy ji snadno
j1Z zndmym postupem doplnime.

K8 -]
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Priklad 2.24. Vypoitéte neurdity integrél / 4—70%dx, xeR. @

Reseni. Ttento ptiklad byl uveden v tabulce 2.4. Zvolime substituci u = 4—7x. Dostaneme

4—-Tx=u
1 1
/(4—7x)10dx =| —7dx =du =fu1°(—-) du = ——/umduz
dx=—ldu 7 7

1 ull 1
=——— =——4-7
711 76T ( )t A
Piiklad 2.25. Vypoctéte neurdity integral / V2x —5dx. x € (5/2, +00). @

Resent. Opét pouZijeme line4rni substituci u = 2x — 5. Vyjde

o - 1 1
/sz—de= 2dx—du ]—fﬁ-—du:—/ul/zduz
1 2 2
dx—zdu|

1 u3/? 1 1 o
==——+c=xVudt+tc=-J/2x-53+c.
232 TeT 3V =gV =5 e i

Y

Poznamka 2.26. U jednodusSich prikladi lze pfi troSe cviku lineédrni substituci provadst
témé&f zpaméti, {imZ se vypocet vyrazné urychli. Jestlize ma funkce f (u) primitivni funkci
Fu), 4.

ff(u)duz F(u) +c,

plati, Ze

1
‘ff(ax+b)dx=—F(ax+b)+c, a,beR, a+#0.
a

Diikaz se provede bud’ substituci ax + b = u, adx = du, tj. dx = al—ldu, anebo piimym
derivovdnim pravé strany, protoZe F’'(u) = f (u). Vzorec samoziejmeé plati na intervalech,
kde je funkce f(ax + b) definovana.

Ukazme si pouZiti na nékolika pfikladech (nepiSeme integra¢ni konstanty):

1
fe”du=e” = fez"‘3dx=5e2"‘3 (@a=2,b=-3),
du dx 1
— =1 —In|3x +4 =3,b=4),
fu n|u| = f3x+4 n|3x +4| (a =4)
1 1
/u4du=§u5 = /(x+7)4dx=§(x+7)5 (a=1,b=7),
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2.2 Zdkladni integracni metody

Nyni posluchaci obvykle povaZuji x za konstantu nezavislou na u, kterou Ize pfi
integraci vzhledem k proménné u vytknout, a poéitaji dale

2

du 1 u 1 e’
u_=___ d =—u _ — s
fe 2x  2x . 2xe+c 2x+c

G =

¢imZ je katastrofa dokonana. Pfedchozi postup je naprosto chybny!

Autofi takového postupu totiZ zcela ignoruji, Ze mezi starou a novou promén-
nou je vazba dana rovnici u = ¢(x), . v nasem pfipadé u = x2, z éehoZ (pro
x > 0) mdme x = /u. Integral vznikly po substituci ma tedy tvar

f—l—e“du—/ ! e du —/idu

2x N )2

takZe pfed integral byla viastné vytknuta funkce 1/(2+/u)! Bohuzel této hrubé
chyby se posluchaci casto dopoustéji.

Abyste se nécemu takovému vyhnuli, nepouZivejte postup naznadeny v (2.10),
pokud je ¢(x) funkce. VZdy se snaZte mit pfed oc¢ima, jaky tvar musi integrand
mit, aby bylo mozné pouZit substituéni metodu, tj. fle(x)]¢’(x). Rozhodnéte se,
co budete povaZovat za sloZenou funkci f[¢(x)1, a hledejte derivaci vnitini sloZky
¢’ (x). KdyZ derivaci nemiZete najit, asi neméte substituci dobfe vybranu. MozZna
pfiklad na substituci vibec neni vhodny, rozhodné ne na tu, kterou jste si zvolili.

Na zavér si v§imneme toho, Ze vzorec (2.8) se n8kdy (méné dasto, ale zato jde o dile-
Zité pifpady) pouZiva zprava doleva. Tedy jako bychom do ,.jednoduché* funkce vloZili
vnitini slozku a dostali integrdl ze sloZené funkce, ktery je zddnlivé komplikovan&jsi.
V konkrétnich pfipadech vSak tento integrdl miZe byt pro dal3i vypodet jednodussi. Po-
uZiti je obdobné, jen piislusnd véta ma trochu jiné pfedpoklady a diikaz je technicky
sloZit&ji. Pfipometime, Ze ¢! zna&f inverzni funkci k funkci ¢.
bbb oo
Véta 2.27. Necht funkce f(x) je definovand na otevieném intervalu J. Necht funkce ¢(t)
md nenulovou derivaci na otevieném intervalu I a zobrazuje tento interval na interval J.
Dale predpoklddejme, %e funkce fl@(t)] @’ (t) md na intervalu I primitivni funkci F (7).

Pak funkce f(x) md na intervalu J primitivni funkci Flo~'(x)}. Plati tudiz

f R f flo®19' @) ds, @.11)

JjestliZe do primitivai funkce na pravé strané dosadime za t funkci ¢~ (x).

Integracni metoda zaloZen4 na pfedchozi vété se nazyva druhd substituéni metoda.

Pro zajemce:

Diikaz. ProtoZe ¢'(t) # 0 na /, je podle Darbouxovy véty (viz [4, str. 188]) bud’ ¢'(z) > 0 pro
t € I, nebo ¢'(t) < 0 prot € I, takZe funkce x = @(¢) je ryze monoténni na I, a tudi? k ni
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36 Neurcity integrdl

existuje inverzni funkce ¢ = ¢~ (x). Ta md derivaci na J, pfi¢emz plati (viz [12])
I 1
1) ¢l 1’

Dile podle predpokladu plati F'(z) = f [p(M1¢' () prot € I, takZe podle vzorce pro derivaci
sloZené funkce a pfedchoziho vztahu dostaneme pro x € J a x = @(¢), Ze

e ) = x € J.

(Flg™' 1) = F'lo™ )1 (@™ x) = F(ele™' ®)]) ¢'lo” (0] - = f(x),

¢'le~ (0]

coZ jsme méli dokdzat. O

PouZiti je obdobné. Zvolime substituci x = ¢(z), diferencovanim dostaneme dx =
= ¢'(1)dt a dosadime do levé strany (2.11) (tentokrit nemusime délat Zadné tpravy se
vztahem dx = ¢’(¢) dr). Do vysledku dosadime za ¢ inverzni funkci @~ 1(x) (n&kdy tento
vztah rovnéZ napiSeme pro pfehlednost do pomocné tabulky).

@ Piiklad 2.28. Vypoctéte neurcity integral / ev*dx, x € (0,+00).

Reseni. Zvolime substituci x = 12, &im¥ odstranime nepffjemnou odmocninu v expo-
nentu. ProtoZe x > 0, je v naSem pfipadé J = (0, +-00). Funkci ¢(¢) = 12 tedy budeme
uvaZovat na intervalu I = (0, 4+00) (je samozfejmé& ndhoda, Ze ndm vy§lo J = I). Funkce
@(t) = t? je prostd na intervalu I a zobrazi ho na interval J (grafem je ¢4st paraboly).
ProtoZe t > 0, je /% = NI |t| = t. Inverzni funkce k funkci x = @(1) = 12 je tudi?
t = ¢~ 1(x) = /x. Nyni jiz miiZeme vypoéitat dany integrdl. Dostaneme (na vypocet
vzniklého integralu pouZijeme metodu per partes)

feﬁdx = = [ %e¥?dr= f2te‘ dr =

:1‘2
dx = 2rdr

u=2 u =2
vV=¢e v=¢

=21€'—/2e‘dt=2tet—,2e’+c=

=20t —1)e +c=2(+/x— e +c A

Je moZné dokdazat, Ze vysledek pfedchoziho piikladu plati i na intervalu (0, +00).
Pokud bychom to ale chtéli ovéfit z definice primitivni funkce, tj. derivovali bychom
vysledek, museli bychom byt dost opatrni, protoZe funkce /x a evr maji vbod€ x = 0
pouze derivaci zprava a navic nevlastni. Neni-tudiz moZné pouZit v tomto bod€ standardni
vzorec pro derivovéni soucinu.

ProtoZe tato situace se v souvislosti se substituéni metodou. dost Casto vyskytuje,
uvedeme si jednoduchou vétu, kterd ve vétSin€ pfipadi tuto komplikaci snadno vyfesi.
Formulace je uvedena pro ohraniené uzaviené intervaly, analogické tvrzeni vSak plati
i pro polouzaviené (ohrani¢ené i neohrani¢ené) intervaly.

. {E
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Véta 2.29. Necht funkce f(x) a F(x) jsou spojité na intervalu {a, B), o, B € R, a F(x)
Jje primitivni k f (x) na otevieném intervalu («, ), tj. F'(x) = f(x) pro x € (a, B). Pak
Je F(x) primitivni k f (x) i na uzavieném intervalu {a, B).

Db‘ikaz. Plyne z [4, str. 111, cvi€eni 9]. K diikazu lze uZit i ’Hospitalovo pravidlo. O
PYRae >

{ Priklad 2 36 Vypoctéte neurcity integral \/ 1—x2 dx, xe(=1,1).
b

Reseni. Tento integrél jsme jiz jednou spocitali metodou per partes — viz piiklad 2.15.
Tentokrat k jeho vypoctu pouZijeme | substltu01 ci x = = sint, ProtoZe plati J = (-1, 1),
zvolime I = (—7/2, n/2). Pak funkce @(t) = sint zobraz{ interval I na interval J.
Funkce ¢(7) = sint je na intervalu (—m/2, 7t/2) prostd a jeji inverzni funkce je ¢ ™! (x) =
= arcsinx, tj. t = arcsinx.
Pfipravime si je$t€ integrand po substituci. Vyjde 1 —x2 = /1 —sin?t =
cos?t = | cost| = cost, protoZe kosinus je na intervalu I kladny. Dostaneme

i 24._ | x=sint PR
fvl x“dx = dx = cost dr f\rl sin“t cost dt =
1
— — y , 4
_</cos td/tl 5 smtcost+ 2 +c= Mb%‘Q.%.@h.él);

(pouZili jsme vysledek pfikladu 2.16)

1 pr— — 1
=§sint\/l—sin2t+§+c=%\/l—x2+5arcsinx+c,

coZ je stejny vysledek jako v pifkladu 2.15. ProtoZe jak integrand +/'1 — x2, tak vysledna
primitivni funkce jsou spojité na uzavieném intervalu {(—1, 1), plati podle vé&ty 2.29
vysledek i na uzavifeném intervalu. Zkontrolovat to pfimo vypoétem derivace by bylo
opét obtizné, protoZe funkce /1 — x? a arcsin x maji v bodech x = =1 jednostranné
nevlastni derivace. A

Priklady k procviceni
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1. Integrujte dané funkce:

= = —

: 4tg’¢
. 3 2
dw, b 617 sin 3¢“ dr, d¢,
a) / sin” @ cos w dw ) f sin c) f cos2 § ¢
! d) -/‘cosﬁ\/sinﬂdﬂ, €) /—4/06_2”2 dp, ) /6r2€_2r3 dr,

. 3? W 3/Iny
! g) / 2e* cost dt, h) =2 aw, i) / Y dy,

w y
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